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Разработана математическая модель для прогнозирования свойств гетерогенных 
полимерных композитов. На начальном этапе проведен эксперимент по 
исследованию основных свойств полимерных композитов. На следующем этапе 
найдена аналитическая зависимость искомого свойства композита от известных 
характеристик и построена математическая модель, которая иллюстрирует 
изменение свойств материала от концентрации наполнителя. 
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Постановка задачи. Общеизвестно, что одним из основных 

современных научных направлений является замена реальных объектов их 
упрощенными представлениями с целью изучения взаимосвязи свойств 
исходных объектов для последующего прогнозирования их поведения в 
критических условиях эксплуатации [1]. В таких случаях необходимым 
этапом исследования является построение математической модели объекта, 
которая представляет закономерности поведения входящих в объект 
компонентов и их взаимосвязи. Исходя из этого следует заметить, что при 
изучении структуры и свойств таких сложных систем, как гетерогенные 
полимерные композиты, моделирование процессов их структурообразования, 
взаимодействия ингредиентов на границе раздела фаз является важным и 
необходимым этапом изучения закономерностей формирования материалов, 
которые в основном определяют их эксплуатационные характеристики. 
Кроме того, оптимизация структуры полимерных композитов на первом 
этапе и прогнозирование свойств защитных покрытий на последующих 
этапах исследования является важной проблемой, которую необходимо 
решать при различных критических условиях эксплуатации существующих и 
при проектировании новых технических конструкций [2, 3]. Трудность 
понимания причинно-следственных зависимостей в сложных композитных 
системах приводит к неэффективной их организации, ошибкам в их 
проектировании, а в дальнейшем – большим затратам на устранение таких 
ошибок [1, 4, 5]. Поэтому сегодня моделирование становится практически 
единственным эффективным средством нахождения путей оптимального 
(либо приемлемого) решения проблем изучения закономерностей 
формирования и взаимосвязей свойств сложных систем. 

Доказано, что моделирование особенно важно именно тогда, когда 
система состоит из многих параллельно функционирующих во времени и 
взаимодействующих подсистем [1]. Рассматривая полимерную, в том числе и 
эпоксидную, композиционную систему в целом можно выделить несколько 
взаимодействующих во времени подсистем. В частности, это:  
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 взаимодействие цепей, сегментов и групп макромолекул 
связующего при полимеризации; 

 взаимодействие макромолекул связующего с металлической 
основой; 

 взаимодействие сегментов и групп макромолекул с частицами 
наполнителя или волокнами, вследствие чего вокруг добавок формируются 
внешние поверхностные слои, которые по свойствам отличаются от свойств 
полимера в объеме [6]; 

 взаимодействие внешних поверхностных слоев с последующим 
формированием кластеров; 

 разрыв цепей макромолекул с последующим формированием 
свободных радикалов и их взаимодействие в дальнейшем с возникновением 
химических и физических связей.  

Поэтому, понимание закономерностей одновременно происходящих в 
сложной системе и влияющих друг на друга физико-химических процессов 
является трудной задачей. Имитационная, в том числе и аналитическая, 
модель позволяет косвенно установить в том или ином приближении 
закономерности и взаимосвязь одновременно происходящих в сложной 
системе процессов полимеризации эпоксидных композитов, предсказать их 
поведение в различных критических условиях. При этом на разных этапах 
моделирования неоднократно приходится изменять параметры или структуру 
модели с целью адекватного прогнозирования и последующего 
регулирования эксплуатационных свойств композитов и защитных покрытий 
на их основе [5]. Такие «гибкие» (или изменяющиеся поэтапно) модели 
позволяют оценить эффект планируемых изменений, а также выполнить 
сравнительный анализ качества возможных вариантов решений. 

Анализ последних исследований и публикаций. Авторами [1, 7] 
показано, что некоторые динамические системы можно описать в замкнутой 
форме, в частности, в виде систем линейных дифференциальных и 
алгебраических уравнений, получив при этом решение аналитически. При 
аналитическом моделировании процессы функционирования исследуемой 
системы записываются в виде алгебраических, интегральных, 
дифференциальных уравнений и логических соотношений. В некоторых 
случаях анализ этих соотношений можно выполнить с помощью 
аналитических преобразований, используя программное обеспечение и 
возможности системы MS Excel. Однако при использовании аналитических 
методов для моделирования реальных систем возникают определенные 
проблемы: классические математические модели, допускающие 
аналитическое решение, в большинстве случаев к реальным задачам 
неприменимы. Чаще всего аналитические модели, построенные для реальных 
систем, являются нелинейными. При этом математические соотношения в 
таких моделях дополняются логическими операциями, которые строят, 
исходя из предшествующего эксперименту анализа априорной информации о 
свойствах объекта. Поэтому при построении математической модели, 
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адекватно описывающей все свойства и характеристики изучаемого объекта, 
следует учитывать сложности, возникающие при проведении анализа и 
прогноза в реализации модели [1].  

Исходя из изложенного выше, в данной работе предпринята попытка 
построения аналитической модели, которая описывает зависимость искомого 
свойства композитного материала, как сложной системы, от концентрации 
одного из его ингредиентов (наполнителя). Эпоксидные композиты 
формировали на основе эпоксидного олигомера ЭД-20 (100 масс.ч.), который 
отверждали отвердителем ПЭПА (10 масс.ч.). Поэтапно в эпоксидное 
связующее вводили дисперсный наполнитель (частицы феррита) в 
количестве от 20 до 120 масс.ч. с шагом 20 масс.ч. Далее отверждали 
композиты и исследовали их свойства. Для получения априорной 
информации на начальном этапе исследовали физико-механические и 
теплофизические свойства эпоксидных композитов. В частности, в данной 
работе исследовали такие свойства материалов: 

 свойства структуры: содержание гель-фракции (G); 
 остаточные напряжения (ост); 
 физико-механические свойства: предел прочности при изгибе (изг), 

модуль упругости (Е), ударная вязкость (а); 
 теплофизические свойства: теплостойкость (Т). 
Таким образом, была поставлена задача прогнозирования на основе 

построенной аналитической модели зависимости искомого свойства 
композита (в нашем случае теплостойкости (Т)) от концентрации введенного 
в эпоксидное связующее наполнителя. Предполагали, что свойства 
структуры, а также показатели физико-механических и теплофизических 
характеристик исследуемых материалов изначально взаимосвязаны, 
поскольку определяются взаимодействием компонентов на разных уровнях 
или подсистемах сложной системы в целом в виде композитного материала. 
На последнем этапе предполагалось оценить адекватность построенной 
модели относительно реальной зависимости теплостойкости от 
концентрации наполнителя в композите. 

Цель работы – разработать аналитическую модель для 
прогнозирования свойств эпоксидных композитов и проверить ее 
адекватность относительно экспериментальных результатов исследования. 

Обсуждение результатов. В результате серии экспериментов получена 
таблица зависимостей пяти функций аргумента х: y1 = f1(x), y2 = f2(x),                        
y3 = f3(x), y4 = f4(x), y5 = f5(x) (табл. 1). Требуется построить аналитическую 
зависимость значений последней строки таблицы от пяти предыдущих:  

f6 = F(f1(x), f2(x), f3(x), f4(x), f5(x)).  
Поскольку на любой реальный процесс воздействуют внешние 

факторы, все табличные значения функций f1 - f6 являются случайными 
величинами, поэтому аппроксимируем каждую из функций полиномом 4-го 
порядка:  
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f(x) = а4х4+а3х3+а2х2+а1х+а0,  
где х – узлы аппроксимации (в таблице значения аргумента от 0 до 120 с 
шагом 20), аі – коэффициенты полинома.  
Таблица 1 – Зависимость свойств композитов от концентрации наполнителя 
феррита 

Свойства 
Значение аргумента (х) 

0 20 40 60 80 100 120 

f1(x) = G, % 95,2 96,8 97,3 96,9 96,4 96,1 95,9 

f2(x) = σост, МПа 7,2 5,9 4,9 5,2 5,5 5,1 4,2 

f3(x) = σизг,МПа 33,5 53,4 53,6 57,5 65,4 98,2 81,5 

f4(x) =  Е, ГПа 3,6 5,6 8,0 8,2 8,3 8,7 8,4 

f5(x)= а,кДж/м2 6,3 8,3 10,0 11,0 11,0 10,2 9,9 

f6 = T,K 359 383 385 379 375 366 365 

Коэффициенты для каждой из функций (1-5) определим с помощью 
модуля «Поиск решения» электронных таблиц Excel. Для этого для каждой 
из функций по каждому узлу положим аі = 1 (диапазон L2:Р7, «опорный 
план»). В каждой ячейке диапазона К13:Q17 составим полином 4-го порядка 
(см. строку функций, рис. 1).  

 
Рисунок 1 – Вычисление значений функций f1(x)- f5(x) с опорным                 

планом аіj=1 
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Теперь заполним модуль «Поиск решения» (рис. 2) с учетом 
максимального совпадения экспериментальных и расчетных значений 
функций f1(x)- f5(x) для всех узлов хі. Результаты вычисления коэффициентов 
показаны на рис. 3. 

 
Рисунок 2 – Заполнение модуля «Поиск решения» 

 
Рисунок 3 – Результаты вычисления коэффициентов 

Таким образом, аналитические зависимости по каждой из функций 
имеют вид (использована экспоненциальная форма представления чисел): 
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f1(x) = -1Е-07 х4 + 4Е-05 х3 - 0,005 х2 + 0,215 х + 94,13;  

f2(x) = 4Е-08 х4 - 2Е-05 х3 + 0,002 х2 - 0, 1 х + 7,2;  

f3(x) = -7Е-06 х4 + 0,002 х3 - 0,119 х2 + 3,506 х + 19,25;  

f4(x) = -3Е-07 х4 +9Е-05 х3- 0,009 х2 +0,356 х + 3,62;  

f5(x) = 2Е-07 х4 – 4Е-05 х3+ 0,002 х2+ 0,084 х + 6,31.  
Соответствующие значения функций в узлах таблицы приведены в 

диапазоне К13:Q17 (рис. 3). 
Теперь реализуем вторую часть решения задачи, а именно, представим 

коэффициенты полинома четвертой степени функции f6(x) как линейную 
комбинацию коэффициентов при соответствующих степенях функций                     
f1(x) - f5(x).  

Итак, функция f6(x) также имеет вид полинома 4-й степени:                      
f5(x) = а4 х4 + а3 х3+ а2 х2+ а1 х + а0. Составим для каждого коэффициента 
линейную комбинацию коэффициентов при степенях:  
а4 = -1Е-07·с41 + 4Е-08·с42 – 7Е-06·с43 - 3Е-07·с44 + 2Е-07·с45 (коэффициенты 
при х4); 
а3 = 4Е-05·с31 - 2Е-05·с32 + 0,002·с33 + 9Е-05·с34 – 4Е-05·с35 (коэффициенты 
при х3); 
а2 = -0,005·с21 + 0,002·с22 – 0,119·с23 - 0,009·с24 + 0,002·с25 (коэффициенты при 
х2); 
а1 = 0,215·с11 – 0,1·с12 + 3,506·с13 + 0,356·с14 + 0,084·с15 (коэффициенты                  
при х1); 
а0 = 94,13·с01 + 7,2·с02 + 19,25·с03 + 3,62 с04 + 6,31·с05 (коэффициенты при х0). 

Изменяемые значения коэффициентов сij в виде опорного плана 
внесены в диапазон R3:V7. Вычисление коэффициентов функции f6(x) 
приведены в строке функций (рис. 4). 

 
Рисунок 4 – Вычисление коэффициентов функции  f6(x) с опорным              

планом сіj=1 
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Коэффициенты линейных комбинаций сij определим из условия 2 %-го 
разброса относительно экспериментальных значений (табл. 1) в модуле 
«Поиск решения» (рис. 5). 

 
Рисунок 5 – Заполнение модуля «Поиск решения» (изменение условий) 

Выполнение условий целевой функции и ограничений модуля «Поиск 
решения» приводит к следующим результатам (рис. 6). 

 
Рисунок 6 – Результаты вычисления аналитических значений функции 

Таким образом, f6(x) = -1Е-06х4 + 0,0004х3 - 0,051х2 + 2,315х + 359. 
Графики аналитической и табличной зависимостей функции y = f6(x) 
представлены на рис. 7. Здесь ряд 1 – аналитическая, ряд 2 – табличная 
зависимости функции y = f6(x). 
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Рисунок 7 – Графики расчетной и табличной функции y =  f6(x) 

Изменим краевые условия задачи, т.е. при прогнозировании 
теплостойкости как верхнее граничное условие возьмем Т = 385. Подбор 
параметров линейной комбинации в условиях 359 ≤ f6(x) ≤ 385 приводит к 
следующим результатам (рис. 8). 

 
Рисунок 8 – Результаты вычисления аналитических значений функции в 

измененных условиях 
Таким образом, f6(x) = -1Е-06х4 + 0,0005х3 - 0,053х2 + 2,059х + 359. 

Графики аналитической (ряд 1) и табличной (ряд 2) функций представлены 
на рис. 9.  
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Рисунок 9. Графики расчетной и табличной функции y = f6(x) при условии 

359 ≤  f6(x) ≤ 385 
Анализируя графики функций, представленных на рис. 7 и рис. 9, 

можно констатировать, что они почти не отличаются, в крайнем случае 
положение и форма теоретической кривой зависимости теплостойкости от 
концентрации наполнителя несущественно отличается от 
экспериментальной. При этом следует отметить важность априорной 
информации при начальном выборе диапазона изменения показателей 
свойства (в нашем случае теплостойкости) композитного материала. 

Выводы. В работе с использованием методов математического 
программирования разработана математическая модель для прогнозирования 
свойств полимерных композитных систем. Дополнительно установлены 
условия, которые определяют минимум априорной информации, 
необходимой для самоорганизации модели. Следует обратить внимание на 
необходимость априорного выбора множества входных переменных, 
опорных функций и закономерностей постепенного усовершенствования 
модели на каждом этапе ее реализации. Важным также есть выбор критериев 
селекции относительно поставленной задачи моделирования. 

В дальнейшем авторами планируется разработать математическую 
модель, которая позволит прогнозировать свойства материалов с некоторой 
вероятностью. 
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Кравцова Л.В., Букетов А.В., Пірог А.П. РОЗРОБКА АНАЛІТИЧНОЇ МОДЕЛІ 
ДЛЯ ПРОГНОЗУВАННЯ ВЛАСТИВОСТЕЙ ПОЛІМЕРНИХ КОМПОЗИТІВ 
Розроблена математична модель для прогнозування властивостей  гетерогенних 
полімерних композитів. На початковому етапі проведено експеримент по з метою 
дослідження основних властивостей полімерних композитів. На наступному етапі 
знайдено аналітичну залежність шуканої властивості композиту від відомих 
характеристик і побудована математична модель, яка ілюструє зміну 
властивостей матеріалу від вмісту наповнювача. 
Ключові слова: модель, композит, властивості 
 
Kravtsova L.V., Buketov A.V., Pirog A.P. DEVELOPMENT OF ANALYTICAL 
MODEL FOR PREDICTINGPOLYMER COMPOSITES’ PROPERTIES. 
A mathematical model for predicting heterogeneous polymer composites’ properties has 
been developed. On the initial stage an experiment in order to research basic properties 
of polymer composites has been conducted. Analytical dependence of  the sought 
composite’s property from the known characteristics has been found at the next stage, as 
well as the mathematical model, which shows the change of material properties 
depending on concentration of filling material. 
Keywords: model, composite, properties. 


