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Вступ. Евольвента кола використовується для опису геометрії зубів 

шестерень. Ця крива за означенням є трансцендентною, тобто її рівняння в 

декартовій системі координат не може бути подане як алгебраїчне. Останнє 

обумовлює складності при обробці таких кривих у CAD-системах. Тому 

актуальною є задача апроксимації евольвентних кривих алгебраїчними кривими 

або їх сполученнями, наприклад, поліномами або сплайнами [15]. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. У роботі [4] аналізується 

точність апроксимації евольвенти кола B-сплайном та кривою Безьє. Авторами 

визнається, що, не зважаючи на запропоновані ними модифікації традиційних 

алгоритмів апроксимації складеними кривим такого виду (зокрема, 

використовувалася нова процедура визначення відстані між кривими та 

розв’язувалися відповідні задачі оптимізації), не вдається зберегти опуклість 

заданої кривої і усунути небажані осциляції апроксимуючих кривих. Таким 

чином, запропоноване наближення евольвенти кола B-сплайном або кривою 

Безьє доцільно використовувати з демонстраційною метою. 

У роботі [3] запропоновано наближувати дугу евольвенти за допомогою 

поліномів Бернштейна, коли вузли інтерполяції знаходяться в точках, які 

відповідають кореням поліномів Чебишова на відрізку  0; a , де    полярний 

кут точки дотику прямої до кола. Мається на увазі пряма, яка приймає участь в 

утворенні евольвенти і котиться без ковзання по колу; 
a   кут, при якому 

евольвента перетинає коло верхівок зубів шестерні. 

Проведені авторами роботи [3] обчислювальні експерименти показують, 

що порівняно з методом наближення евольвенти В-сплайном за допомогою 

запропонованого методу досягається значне покращення точності. Ще однією 

перевагою запропонованого способу є зменшення коливання апроксимуючої 

кривої як за амплітудою, так і за частотою. 

Відзначимо, що корені поліномів Чебишова знаходяться у внутрішніх 

точках відрізка, на якому розглядається досліджуваний поліном. Тому в кінцевих 

точках відрізка, на якому виконується апроксимація евольвенти, апроксимуюча 

крива буде відхилятися від заданої евольвенти. Це викликає складності при 

стикуванні кривої, яка апроксимує евольвенту, з іншими кривими, що описують 

повну геометрію профіля зуба шестерні. 

У той же час в роботах, в яких моделюються пульсації потоку рідини, яка 

прокачується шестеренними насосами, наприклад, в роботі [6], використовують 

спрощений опис геометрії западин шестерень – без залучення перехідних 

кривих.  
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Постановка завдання. В такому випадку виправданою є і спрощена 

апроксимація евольвенти за допомогою параболи, яка проходить через кінцеві 

точки евольвенти. 

Основна частина. Нехай дуга евольвента описується параметричним 

рівнянням: 

 

   

   

; cos sin ;

; sin cos ;

b b

b b

x r r

y r r

   

   

   


   . 

 

 

де 
br   радіус основного кола шестерні; 0 a   ; 

2

1a
a

b

r

r


 
  

 
; 

ar   радіус 

кола верхівок зубів шестерні.

 

 

 

Тоді початкова P1 та кінцева P2 точки дуги евольвенти мають координати: 
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Якщо апроксимуюча парабола задається традиційним рівнянням: 

  2

2 1 0paraby x k x k x k   , (1) 

тоді розв’язання задачі оптимізації з цільовою функцією: 
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та обмеженнями: 

  ;0parab b by x r r ; 

    2; ;parab b a b ay x r y r 
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(3) 

дозволяє отримати рівняння параболи, яка з задовільною точністю наближує 

дугу евольвенти. 

Наприклад, для шестерні з кількістю зубів 11z  , модулем 3 5m , , 

радіусом основного кола 16 8br ,  мм та радіусом кола верхівок зубів шестерні 

20 92ar ,  мм абсолютна похибка відхилення     ; ;b parab by r y x r   не 

перевищує 0,018 мм (рис. 1). 
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Рисунок 1  Абсолютна похибка відхилення      ; ;b parab by r y x r   

наближення дуги евольвенти параболою для досліджуваної шестерні 

 

Висновок. Запропоноване наближення дуги евольвенти дугою параболи 

(1), рівняння якої отримується в результаті розв’язання задачі оптимізації (23), 

доцільно використовувати при створенні демонстраційних модулів руху 

шестерень та при наближеному моделюванні пульсацій рідини, які мають місце 

в шестеренних насосах. Перевагами наближення (1) є збереження характеру 

опуклості заданої кривої та проходження апроксимуючої параболи  через кінцеві 

точки дуги евольвенти, що спрощує стикування з іншими кривими, які описують 

геометрію зуба шестерні. Для розрахунку напружено-деформованого стану зубів 

циліндричної зубчастої передачі в області контакту використовувати дане 

наближення не рекомендується. 
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